EXERCICE 3 5 points Théme : suites, algorithmique

3
On considere la fonction f définie sur R par f(x) = sz —2x+3.

3 4 4
1. f'(x)= Ex—z = > (x - g), donc f’(x) est du signe de x— 3 donc s’annule et change
de signe pour x = 3
f estune fonction polynéme donc :

3 3
lim f(x)= lim “x?=+ooet lim f(x)= lim ~x% = +o0.
X——00 x——00 4 X—+00 x—+oo 4

4 3 4 4 4 4 8 9 5
Deplus, fl-]|=-x=-x=-=2x-+3==-——-4+-=—.
3 4 3 3 3 3 3 3 3
On établit le tableau des variations de f :
X |70 % +00
4
x—g —
f'(x) -
+00 +00
fx) \ /
5
3

2. D’apres le résultat précédent la fonction f est croissante sur I'intervalle

=
-5 2.
3

4 4
Onadonc:§<x<2:f(§)<f(x)<f(2)-
4 5 3
Orf(g):§etf(z):ZX4_2X2+3:3_4+3:2'

5 4
Donc 3 < f(x) < 2etafortiori: 3 < fx) <2

3 3 3 3
3. fx)—x= Zx2—2x+3—x:Zx2—3x+3: Z(x2—4x+4) = Z(x—Z)2

Pour tout réel x, (x —2)? > 0 donc f(x) — x > 0 donc x < f(x).
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On considere la suite (u,) définie par un réel ug et pour tout n € N : w41 = f (Uy).

On a donc, pour tout entier naturel n, u,4+; = 1 u,% —2u,+3.

. 4
4. Etude du cas: 3 <up <2

a. Onvadémontrer par récurrence que la propriété u, < u,+; < 2 estvraie pour
tout entier naturel 7.

¢ Initialisation

4
D’apres la question précédente, pour x € 3 2|,onax< f(x).
4
Orug e 3 2| donc up < f(up), ce qui revient a uy < u;.

4
Deplus, si x € [5;2],f(x)€

12
—5 2.
3

4
Orupe |=; 2| donc f(ugy) € 3 ; 2] etdonc u; € etdonc u,+1 <2.

4
3

Donc uy < up < 2;la propriété est vraie au rang n = 0.
* Hérédité
On suppose la propriété vraie au rang n, c’est-a-dire u, < u;4+1 < 2.

4
On est dans l'intervalle [5 ; 2] donc la fonction f est croissante; on en

déduit : f(uy,) < f(uns1) < f(2).

Or f(un) = ups1, f(Uns1) = upsp et f(2) =2.

Doncona: upy1 < Upto < 2;1a propriété est héréditaire.
¢ Conclusion

La propriété est vraie au rang 0 et elle est héréditaire pour tout n > 0;
d’apres le principe de récurrence, elle est vraie pour tout n € N.

b. Pour tout n, on a u, < uy4+1 < 2 donc la suite (u,) est croissante et majorée;
d’apres le théoreme de la convergence monotone, la suite (u,) est conver-
gente vers une limite ¢ telle que ¢ < 2.

c. La suite (u,) est définie par f(u,) = uuy+1 ou f est une fonction polyndme
donc continue.

La suite (u,) est convergente vers ¢ donc la limite ¢ vérifie f(¢) = ¢.
3

flO) =0 = fO)-(=0 = Z(£—2)2:0 = (=2

La suite (u,,) converge donc vers 2.

5. Etude du cas : 1y = 3. On admet que dans ce cas la suite (u,) tend vers +oo.

On complete la fonction « seuil » suivante écrite en Python, afin qu’elle renvoie la
plus petite valeur de n telle que u,, soit supérieur ou égal a 100.

def seuil()
u=3
n=20
while u < 100
u = 3*xuxu/4 - 2%u + 3
n=n-+1

return n
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6. Etude du cas: ugy > 2.
Pour tout réel x, on a: x < f(x) donc, pour tout n, u, < f(u,) soit u, < uy+r;la
suite (u;) est donc croissante.
On en déduit que pour tout n,on a: u, = up.
Si la suite (u,,) converge vers un réel ¢, on aura donc: ¢ > u.

On a vu que la seule limite possible de la suite (u;,) était £ = 2; donc on ne peut pas
avoir ¢ > ug car ug > 2.

Pour ug > 2, la suite (u,) n’est donc pas convergente.



